
�ŶŶŽƵŶĐĞŵĞŶƚƐ͗

YƵŝǌ͗�
ƐĞŶƚ�ǀŝĂ��ĐŽƵƌƐĞƐ�ŵĞƐƐĂŐĞ�Ăƚ�ϭϮ�Ɖŵ�W^d�ƚŽĚĂǇ͘ż
ŽƉĞŶ�ďŽŽŬ͕�ŽŶ�ƐĞĐƚŝŽŶƐ�ϭϮ͘ϳ�ĂŶĚ�ϴ͘ϰ͘ż
ĚƵĞ�Ăƚ�ϭϮ�Ɖŵ�W^d�tĞĚƐ�;ƚŽŵŽƌƌŽǁͿ͘ż
dƵƌŶ�ŝŶ�ƐŽůƵƚŝŽŶƐ�ŽŶ�ϰ�ƐŚĞĞƚƐ͕�ϭ�ƉƌŽďůĞŵ�ƉĞƌ�ƉĂŐĞ�ĂƐ�ϭ�W�&�
ĚŽĐƵŵĞŶƚ͘ dŽ�ĞŶĐŽƵƌĂŐĞ�ǇŽƵ�ƚŽ�ĨŝŐƵƌĞ�ŽƵƚ�ŚŽǁ�ƚŽ�ĨŽƌŵĂƚ�ǇŽƵƌ�
ƐƵďŵŝƐƐŝŽŶ͕ /�ǁŝůů�ĚĞĚƵĐƚ�Ϯ�ƉƚƐ�ŝĨ�ǇŽƵƌ�ƐƵďŵŝƐƐŝŽŶ�ŝƐ�ŶŽƚ�ĨŽƌŵĂƚƚĞĚ�
ĂƉƉƌŽƉƌŝĂƚĞůǇ͘

ż

�

�ŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�WƌŽďĂďŝůŝƚǇ�;ϭϬ͘ϭͿ

WƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŝƐ�ƚŚĞ�ƐƚƵĚǇ�ŽĨ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞƐ ĂŶĚ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ͘�

�Ɛ�ĂŶ�ĞǆĂŵƉůĞ͕�ƐĂǇ�ǇŽƵ�ŚĂǀĞ�Ă�ĐŽŝŶ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ůĂďĞů�ΗϬΗ�ŽŶ�ŽŶĞ�ƐŝĚĞ�ĂŶĚ�ΗϭΗ�
ŽŶ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ƐŝĚĞ͘�dŚĞŶ�ƚŚĞ�Ϭͬϭ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐŽŝŶ�ǁŚĞŶ�ĨůŝƉƉĞĚ�ŝƐ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�
ǀĂƌŝĂďůĞ͘���ĨĂŝƌ�ĐŽŝŶ�ŚĂƐ�ϭͬϮ�ĐŚĂŶŐĞ�ŽĨ�ďĞŝŶŐ�ŚĞĂĚƐ�ĂŶĚ�ϭͬϮ�ĐŚĂŶĐĞ�ŽĨ�ďĞŝŶŐ�
ƚĂŝůƐ͕�ƐŽ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŝƐ

݂ǣ ሼͲǡͳሽ ՜ Թ ݂ሺͲሻ ൌ
ͳ

ʹ
��� ݂ሺͳሻ ൌ

ͳ

ʹ

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ϭ͘���ĚŝƐĐƌĞƚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ ŽŶ�ƐŽŵĞ�ƐĞƚ�ŽĨ�ŶƵŵďĞƌƐ�
ሼݔଵǡ ଶǡݔ ǥ ǡ ሽݔ ;ĐĂůůĞĚ�ĞǀĞŶƚƐͿ�ŝƐ�ĂŶ�ĂƐƐŝŐŶŵĞŶƚ�ŽĨ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ

݂ሺݔሻ ƚŽ�ĞĂĐŚ�ĞǀĞŶƚݔ�

^ĞĐƚŝŽŶ�ϰͬϮϭ
dƵĞƐĚĂǇ͕��Ɖƌŝů�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ ϭϬ͗ϯϲ��D



ƐĂƚŝƐĨǇŝŶŐ�ƐŽŵĞ�ŽďǀŝŽƵƐ�ĐŽŶƐƚƌĂŝŶƚƐ͘

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ŚĂƉƉĞŶŝŶŐ�ŝƐ�ŶŽŶͲŶĞŐĂƚŝǀĞ͘����ĂͿ

Ͳ  ݂ሺݔሻ

dŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚŝĞƐ�ŝƐ�ϭ͗�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ŚĂƐ�ƚŽ�ŚĂƉƉĞŶ͘ďͿ

σ ᇹ

ୀଵ ݂ሺݔሻ ൌ ͳ

KĨƚĞŶ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�ŝŶ�Ă�ƐŝƚƵĂƚŝŽŶ�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ĞǀĞŶƚƐ�ĂƌĞ�ŶŽƚ�Ă�ĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƚ͕�ďƵƚ�
ƌĂƚŚĞƌ�Ă�ƌĞĂů�ŶƵŵďĞƌ�ŝŶ�ƐŽŵĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů͘���ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ܺ ŝƐ�Ă�
ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ƚŚĂƚ�ƚĂŬĞƐ�ǀĂůƵĞƐ�ŝŶ�ƐŽŵĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾܽǡ ܾ͘

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�Ϯ͘�dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ ĨŽƌ�Ă�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�͕ܺ�
ǁŝƚŚ�ǀĂůƵĞƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾܽǡ ܾሿ͕�ŝƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ

݂ǣ ሾܽǡ ܾሿ ՜ Թ ĨƌŽŵ�ሾܽǡ ܾሿ ƚŽ�ƚŚĞ�ƌĞĂů�ŶƵŵďĞƌƐ͘

dŚĞ�ǀĂůƵĞ�݂ሺݔሻ ĐĂŶ�ďĞ�ƵƐĞĚ�ƚŽ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ�

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�Ă�ƉĂƌƚŝĐƵůĂƌ�ĞǀĞŶƚ�ŝƐ�ŶŽŶͲŶĞŐĂƚŝǀĞ͘ĂͿ

݂ሺݔሻ  Ͳ ĨŽƌ�ĂŶǇ��ܽ  ݔ  ܾ

dŚĞ�ƚŽƚĂů�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŝƐ�ϭ͘�/Ŷ�ƚŚĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ĐĂƐĞ͕�ƚŚŝƐ�ŝƐ�ƐƚĂƚĞĚ�ƵƐŝŶŐ�ĂŶ�
ŝŶƚĞŐƌĂů͘

ďͿ

 ݂ሺݔሻ݀ݔ



ൌ ͳ

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů



ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ с� ݂ሺݔሻ݀ݔ
ௗ



ĂŶĚ�ƚŚĞ�ĐƵŵƵůĂƚŝǀĞ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶܨ�ሺݔሻ ŝƐ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ሻݔሺܨ ൌ ܲሺܽ  ܺሻ с� ݂ሺݕሻ݀ݕ
௫



�ǆĂŵƉůĞ�ϭ͘ >Ğƚ�݂ǣ ሾܽǡ ܾሿ ՜ Թ ďĞ�ƚŚĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ି
Ǥ >ĞƚΖƐ�

ĐŚĞĐŬ�ƚŚĂƚ�ƚŚŝƐ�ŝƐ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ͘

;ĂͿ�ŚŽůĚƐ�ƐŝŶĐĞ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ି
 Ͳ ;ďͿ�ŚŽůĚƐ�ƐŝŶĐĞ�

ଵ

ି
ݔ݀




ൌ

ି

ି
ൌ ͳ

dŚŝƐ�ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�ƵŶŝĨŽƌŵ ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ͕�ƐŝŶĐĞ�ĞǀĞƌǇ�ĞǀĞŶƚݔ� ŚĂƐ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�
ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ͘�dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ĂŶĚ�ĐƵŵƵůĂƚŝǀĞ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�
ሻݔሺܨ ĂƌĞ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ൌ න
ͳ

ܽ െ ܾ
ݔ݀

ௗ



ൌ
݀ െ ܿ

ܾ െ ܽ
ሻݔሺܨ ൌ ൌ

ݔ െ ܿ

ܾ െ ܽ

�ǆĞƌĐŝƐĞƐ�&Žƌ�zŽƵ͘�,ĞƌĞ�ĂƌĞ�ƐŽŵĞ�ĞǆĞƌĐŝƐĞƐ�ĨŽƌ�ǇŽƵ�ƚŽ�ƚƌǇ͘

/Ɛ�݂ሺݔሻ ൌ ͳʹݔଷ Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾͳǡʹሿ͍ϭͿ

dŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ�ŝŶ�ƚŚĞ�sŽǇĂŐĞƌ�ƐƉĂĐĞĐƌĂĨƚ�ǁŝůů�ƌĂŶĚŽŵůǇ�ƐƚŽƉ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�Ăƚ�
ƐŽŵĞ�ƉŽŝŶƚ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨƵƚƵƌĞ�ĂĨƚĞƌ�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ŝƚ�ǁĂƐ�ůĂƵŶĐŚĞĚ�;ݐ ൌ Ͳ ŝŶ�ǇĞĂƌƐͿ͘�
dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�ĨĂŝůƵƌĞ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ϮͿ

݂ሺݐሻ ൌ ݇݁ି௧Ȁଶ

;ĂͿ�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�݇ ƚŚĂƚ�ŵĂŬĞƐ�ƚŚŝƐ�ŝŶƚŽ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ��������
ĨƵŶĐƚŝŽŶ��ŽŶ�ሾͲǡλሻǤ ;ďͿ�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ�ǁŝůů�ĨĂŝů������
ǁŝƚŚŝŶ��ϱ�ǇĞĂƌƐ͘



�ǆƉĞĐƚĞĚ�sĂůƵĞ��ŶĚ�^ƚĂŶĚĂƌĚ��ĞǀŝĂƚŝŽŶ�;ϭϬ͘ϮͿ͘

dŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ƐŽŵĞ�ŬĞǇ�ƋƵĂŶƚŝƚŝĞƐ�ƚŚĂƚ�ĐĂŶ�ďĞ�ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ�ƚŽ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ͗�
ƚŚĞ�ŵĞĂŶ͕�ǁŚŝĐŚ�ĐĂůĐƵůĂƚĞƐ�ƚŚĞ�ĂǀĞƌĂŐĞ�ǀĂůƵĞ�ƚŚĂƚ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ǁŝůů�
ƚĂŬĞ͕�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ͕�ǁŚŝĐŚ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�ŚŽǁ�ŵƵĐŚ�ƚŚĞ�ƌĂŶĚŽŵ�
ǀĂƌŝĂďůĞ�ƚǇƉŝĐĂůůǇ�ĚĞǀŝĂƚĞƐ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ͘

EŽǁ�ǁĞΖůů�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�ĂĐƚƵĂů�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶƐ͘�>ĞƚΖƐ�ƐƚĂƌƚ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ĚŝƐĐƌĞƚĞ�ǀĞƌƐŝŽŶ͘

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ϯ͘�>Ğƚ�݂ ďĞ�Ă�ĚŝƐĐƌĞƚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�ŽŶ�ሼݔଵǡ ଶǡݔ ǥ ǡ ሽǤݔ

dŚĞ�ĞǆƉĞĐƚĞĚ�ǀĂůƵĞܧ�ሺܺሻ ŽĨ�͕ܺ�ĂůƐŽ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ� ĂŶĚ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ��
�ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ͕͘ߤ

�

ሺܺሻܧ ൌ σ ݂ሺݔ

ୀଵ ሻݔ

dŚĂƚ�ŝƐ͕�ŝƚΖƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽǀĞƌ�ĞĂĐŚ�ĞǀĞŶƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ ƚŝŵĞƐ�ƚŚĞ�ǀĂůƵĞ͘

dŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ܸܽݎሺܺሻ ŽĨ�͕ܺ��ŝƐ�ĚĞĨŝŶĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ�

ሺܺሻݎܸܽ ൌ σ ሺݔെߤሻ
ଶ݂ሺ

ୀଵ ሻݔ

Ͳ dŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ�ܵݒ݁ܦݐሺܺሻ͕�ĂůƐŽ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ͕ߪ��ŝƐ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ

ሺܺሻݒ݁ܦݐܵ ൌ ඥܸܽݎሺܺሻ

EĞǆƚ�ǁĞ�ĐĂŶ�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ǀĞƌƐŝŽŶ͘�/Ŷ�ƚŚŝƐ�ĐĂƐĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĂůƐŽ�ĚĞĨŝŶĞ�
ƚŚĞ�ŵĞŝĚŝĂŶ͘

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ϰ͘�>Ğƚ�ܺ ďĞ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ǁŝƚŚ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�݂ ŽŶ�
ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾܽǡ ܾሿ͘



dŚĞ�ĞǆƉĞĐƚĞĚ�ǀĂůƵĞܧ�ሺܺሻ ŽĨ�ܺ ;Žƌ�ŵĞĂŶߤ��Ϳ͕�ŝƐ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�

ሺܺሻܧ ൌ  ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ




dŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ܸܽݎሺܺሻ ŽĨ�͕ܺ��ŝƐ�ĚĞĨŝŶĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ�

ሺܺሻݎܸܽ ൌ  ሺݔ െ ݔሻ݀ݔሻଶ݂ሺߤ




Ͳ dŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ�ܵݒ݁ܦݐሺܺሻ͕�ĂůƐŽ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ͕ߪ��ŝƐ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ

ሺܺሻݒ݁ܦݐܵ ൌ ඥܸܽݎሺܺሻ

dŚĞ�ŵĞĚŝĂŶ݀݁ܯ�ሺܺሻ ൌ ݉ ŝƐ�ƚŚĞ�ƵŶŝƋƵĞ�ŶƵŵďĞƌ�݉ ǁŝƚŚ�ܽ  ݉  ܾ
ƚŚĂƚ�ƐĂƚŝƐĨŝĞƐ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ŝĚĞŶƚŝƚǇ͘

�

 ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሺ݉ሻܨ ൌ ͳȀʹ




��ƵƐĞĨƵů�ĨĂĐƚ�ŝƐ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ĐĂŶ�ďĞ�ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ�ǀŝĂ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ĨŽƌŵƵůĂ͘

&ŽƌŵƵůĂ�ϭ͘ dŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ܸܽݎሺܺሻ ĐĂŶ�ĂůƐŽ�ďĞ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ

ሺܺሻݎܸܽ ൌ ቀ ݔሻ݀ݔଶ݂ሺݔ



ቁെ ଶߤ

�ǆĂŵƉůĞ�Ϯ͘ >Ğƚ�ܺ ďĞ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ǁŝƚŚ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�
݂ǣ ሾͳǡʹሿ ՜ Թ ŐŝǀĞŶ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ

݂ሺݔሻ ൌ
ଶ

ଷ
ݔ

>ĞƚΖƐ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ͕�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ĂŶĚ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ͘�dŚĞ�ĞǆƉĞĐƚĞĚ�



ǀĂůƵĞ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ሺܺሻܧ ൌ 
ଶ

ଷ
ݔଶ݀ݔ

ଶ

ଵ
ൌ

ଶ

ଽ
ʹଷ െ

ଶ

ଽ
ͳଷ ൌ

ଵସ

ଽ
ൎ ͳǤͷͷͷ

dŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ĐĂŶ�ŶŽǁ�ďĞ�ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ�ƵƐŝŶŐ�ĞŝƚŚĞƌ�ƚŚĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�Žƌ�&ŽƌŵƵůĂ�
ϭ͘�hƐŝŶŐ�&ŽƌŵƵůĂ�ϭ͕�ǁĞ�ĨŝŶĚ�ƚŚĂƚ͗

ሺܺሻݎܸܽ ൌ 
ଶ

ଷ
ݔଷ݀ݔ

ଶ

ଵ
െ ቀ

ଵସ

ଽ
ቁ
ଶ
ൌ ቀ

ଶ

ଵଶ
ʹସ െ

ଶ

ଵଶ
ͳ ቁെ ቀ

ଵସ

ଽ
ቁ
ଶ
ൎ ǤͲͺ

&ŝŶĂůůǇ͕�ƚŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ�ŝƐ�ܵݒ݁ܦݐሺܺሻ ൎ Ǥʹͺ

�ǆĞƌĐŝƐĞƐ�&Žƌ�zŽƵ͘�EŽǁ�ǇŽƵ�ƐŚŽƵůĚ�ƚƌǇ�ƚŚĞƐĞ�ĐĂůĐƵůĂƚŝŽŶƐ͘�

ZĞĐĂůů�ƚŚĞ�ĨĂŝůƵƌĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ�ŝŶ�ƚŚĞ�sŽǇĂŐĞƌ�
ƐƉĂĐĞĐƌĂĨƚ

ϯͿ

݂ሺݐሻ ൌ ݇݁ି௧Ȁଶ ൌ
ͳ

ʹ
݁ି௧Ȁଶ

�ŽŵƉƵƚĞ�ƚŚĞ�ĞǆƉĞĐƚĞĚ�ĨĂŝůƵƌĞ�ƚŝŵĞ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ����������
ĨĂŝůƵƌĞ�ƚŝŵĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ͘

/Ɛ�ƚŚĞ�ŵĞĚŝĂŶ�ŽĨ�Ă�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ĂůǁĂǇƐ�ůĞƐƐ�ƚŚĂŶ�ƚŚĞ�
ŵĞĂŶ͍�/Ɛ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ�ĂůǁĂǇƐ�ůĞƐƐ�ƚŚĂŶ�ƚŚĞ�ŵĞĚŝĂŶ͍�tŚǇ�Žƌ�ǁŚǇ�ŶŽƚ͍

ϰͿ

^ĞĐƚŝŽŶ�ϰͬϮϭ
dƵĞƐĚĂǇ͕��Ɖƌŝů�Ϯϭ͕�ϮϬϮϬ
ϭϬ͗ϯϲ��D

�ŶŶŽƵŶĐĞŵĞŶƚƐ͗

YƵŝǌ͗�
ƐĞŶƚ�ǀŝĂ��ĐŽƵƌƐĞƐ�ŵĞƐƐĂŐĞ�Ăƚ�ϭϮ�Ɖŵ�W^d�ƚŽĚĂǇ͘ż
ŽƉĞŶ�ďŽŽŬ͕�ŽŶ�ƐĞĐƚŝŽŶƐ�ϭϮ͘ϳ�ĂŶĚ�ϴ͘ϰ͘ż

ͻ



ĚƵĞ�Ăƚ�ϭϮ�Ɖŵ�W^d�tĞĚƐ�;ƚŽŵŽƌƌŽǁͿ͘ż
dƵƌŶ�ŝŶ�ƐŽůƵƚŝŽŶƐ�ŽŶ�ϰ�ƐŚĞĞƚƐ͕�ϭ�ƉƌŽďůĞŵ�ƉĞƌ�ƉĂŐĞ�ĂƐ�ϭ�W�&�
ĚŽĐƵŵĞŶƚ͘ dŽ�ĞŶĐŽƵƌĂŐĞ�ǇŽƵ�ƚŽ�ĨŝŐƵƌĞ�ŽƵƚ�ŚŽǁ�ƚŽ�ĨŽƌŵĂƚ�ǇŽƵƌ�
ƐƵďŵŝƐƐŝŽŶ͕ /�ǁŝůů�ĚĞĚƵĐƚ�Ϯ�ƉƚƐ�ŝĨ�ǇŽƵƌ�ƐƵďŵŝƐƐŝŽŶ�ŝƐ�ŶŽƚ�
ĨŽƌŵĂƚƚĞĚ�ĂƉƉƌŽƉƌŝĂƚĞůǇ͘

ż

�ŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�WƌŽďĂďŝůŝƚǇ�;ϭϬ͘ϭͿ

WƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŝƐ�ƚŚĞ�ƐƚƵĚǇ�ŽĨ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞƐ ĂŶĚ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ͘�

�Ɛ�ĂŶ�ĞǆĂŵƉůĞ͕�ƐĂǇ�ǇŽƵ�ŚĂǀĞ�Ă�ĐŽŝŶ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ůĂďĞů�ΗϬΗ�ŽŶ�ŽŶĞ�ƐŝĚĞ�ĂŶĚ�
ΗϭΗ�ŽŶ�ƚŚĞ�ŽƚŚĞƌ�ƐŝĚĞ͘�dŚĞŶ�ƚŚĞ�Ϭͬϭ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĐŽŝŶ�ǁŚĞŶ�ĨůŝƉƉĞĚ�ŝƐ�Ă�
ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ͘���ĨĂŝƌ�ĐŽŝŶ�ŚĂƐ�ϭͬϮ�ĐŚĂŶŐĞ�ŽĨ�ďĞŝŶŐ�ŚĞĂĚƐ�ĂŶĚ�ϭͬϮ�
ĐŚĂŶĐĞ�ŽĨ�ďĞŝŶŐ�ƚĂŝůƐ͕�ƐŽ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŝƐ

݂ǣ ሼͲǡͳሽ ՜ Թ ݂ሺͲሻ ൌ
ͳ

ʹ
��� ݂ሺͳሻ ൌ

ͳ

ʹ

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ϭ͘���ĚŝƐĐƌĞƚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ ŽŶ�ƐŽŵĞ�ƐĞƚ�ŽĨ�ŶƵŵďĞƌƐ�
ሼݔଵǡ ଶǡݔ ǥ ǡ ሽݔ ;ĐĂůůĞĚ�ĞǀĞŶƚƐͿ�ŝƐ�ĂŶ�ĂƐƐŝŐŶŵĞŶƚ�ŽĨ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ

݂ሺݔሻ ƚŽ�ĞĂĐŚ�ĞǀĞŶƚݔ�

ƐĂƚŝƐĨǇŝŶŐ�ƐŽŵĞ�ŽďǀŝŽƵƐ�ĐŽŶƐƚƌĂŝŶƚƐ͘

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ŚĂƉƉĞŶŝŶŐ�ŝƐ�ŶŽŶͲŶĞŐĂƚŝǀĞ͘����Ă͘

Ͳ  ݂ሺݔሻ

dŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚŝĞƐ�ŝƐ�ϭ͗�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ŚĂƐ�ƚŽ�ŚĂƉƉĞŶ͘Ă͘



σ ᇹ

ୀଵ ݂ሺݔሻ ൌ ͳ

KĨƚĞŶ�ǇŽƵ�ĂƌĞ�ŝŶ�Ă�ƐŝƚƵĂƚŝŽŶ�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ĞǀĞŶƚƐ�ĂƌĞ�ŶŽƚ�Ă�ĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƚ͕�ďƵƚ�
ƌĂƚŚĞƌ�Ă�ƌĞĂů�ŶƵŵďĞƌ�ŝŶ�ƐŽŵĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů͘���ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ܺ
ŝƐ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ƚŚĂƚ�ƚĂŬĞƐ�ǀĂůƵĞƐ�ŝŶ�ƐŽŵĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾܽǡ ܾ͘

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�Ϯ͘�dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ ĨŽƌ�Ă�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�
͕ܺ�ǁŝƚŚ�ǀĂůƵĞƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾܽǡ ܾሿ͕�ŝƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ

݂ǣ ሾܽǡ ܾሿ ՜ Թ ĨƌŽŵ�ሾܽǡ ܾሿ ƚŽ�ƚŚĞ�ƌĞĂů�ŶƵŵďĞƌƐ͘

dŚĞ�ǀĂůƵĞ�݂ሺݔሻ ĐĂŶ�ďĞ�ƵƐĞĚ�ƚŽ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ�

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�Ă�ƉĂƌƚŝĐƵůĂƌ�ĞǀĞŶƚ�ŝƐ�ŶŽŶͲŶĞŐĂƚŝǀĞ͘Ă͘

݂ሺݔሻ  Ͳ ĨŽƌ�ĂŶǇ��ܽ  ݔ  ܾ

dŚĞ�ƚŽƚĂů�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŝƐ�ϭ͘�/Ŷ�ƚŚĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ĐĂƐĞ͕�ƚŚŝƐ�ŝƐ�ƐƚĂƚĞĚ�ƵƐŝŶŐ�
ĂŶ�ŝŶƚĞŐƌĂů͘

Ă͘

 ݂ሺݔሻ݀ݔ



ൌ ͳ

dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů

ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ с� ݂ሺݔሻ݀ݔ
ௗ



ĂŶĚ�ƚŚĞ�ĐƵŵƵůĂƚŝǀĞ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶܨ�ሺݔሻ ŝƐ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ሻݔሺܨ ൌ ܲሺܽ  ܺሻ с� ݂ሺݕሻ݀ݕ
௫



�ǆĂŵƉůĞ�ϭ͘ >Ğƚ�݂ǣ ሾܽǡ ܾሿ ՜ Թ ďĞ�ƚŚĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ି
Ǥ



>ĞƚΖƐ�ĐŚĞĐŬ�ƚŚĂƚ�ƚŚŝƐ�ŝƐ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ͘

;ĂͿ�ŚŽůĚƐ�ƐŝŶĐĞ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ି
 Ͳ ;ďͿ�ŚŽůĚƐ�ƐŝŶĐĞ�

ଵ

ି
ݔ݀




ൌ

ି

ି
ൌ ͳ

dŚŝƐ�ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�ƵŶŝĨŽƌŵ ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ͕�ƐŝŶĐĞ�ĞǀĞƌǇ�ĞǀĞŶƚݔ� ŚĂƐ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�
ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ͘�dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ĂŶĚ�ĐƵŵƵůĂƚŝǀĞ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�
ሻݔሺܨ ĂƌĞ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

ܲሺܿ  ܺ  ݀ሻ ൌ න
ͳ

ܽ െ ܾ
ݔ݀

ௗ



ൌ
݀ െ ܿ

ܾ െ ܽ
ሻݔሺܨ ൌ ൌ

ݔ െ ܿ

ܾ െ ܽ

�ǆĞƌĐŝƐĞƐ�&Žƌ�zŽƵ͘�,ĞƌĞ�ĂƌĞ�ƐŽŵĞ�ĞǆĞƌĐŝƐĞƐ�ĨŽƌ�ǇŽƵ�ƚŽ�ƚƌǇ͘

/Ɛ�݂ሺݔሻ ൌ ͳʹݔଷ Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�ŽŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሾͳǡʹሿ͍ϭ͘

dŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ�ŝŶ�ƚŚĞ�sŽǇĂŐĞƌ�ƐƉĂĐĞĐƌĂĨƚ�ǁŝůů�ƌĂŶĚŽŵůǇ�ƐƚŽƉ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�Ăƚ�
ƐŽŵĞ�ƉŽŝŶƚ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨƵƚƵƌĞ�ĂĨƚĞƌ�ƚŚĞ�ƚŝŵĞ�ŝƚ�ǁĂƐ�ůĂƵŶĐŚĞĚ�;ݐ ൌ Ͳ ŝŶ�
ǇĞĂƌƐͿ͘�dŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ŽĨ�ĨĂŝůƵƌĞ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

Ϯ͘

݂ሺݐሻ ൌ ݇݁ି௧Ȁଶ

;ĂͿ�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�݇ ƚŚĂƚ�ŵĂŬĞƐ�ƚŚŝƐ�ŝŶƚŽ�Ă�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ��������
ĨƵŶĐƚŝŽŶ��ŽŶ�ሾͲǡλሻǤ ;ďͿ�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ďĂƚƚĞƌǇ�ǁŝůů�ĨĂŝů������
ǁŝƚŚŝŶ��ϱ�ǇĞĂƌƐ͘

�ǆƉĞĐƚĞĚ�sĂůƵĞ��ŶĚ�^ƚĂŶĚĂƌĚ��ĞǀŝĂƚŝŽŶ�;ϭϬ͘ϮͿ͘

dŚĞƌĞ�ĂƌĞ�ƐŽŵĞ�ŬĞǇ�ƋƵĂŶƚŝƚŝĞƐ�ƚŚĂƚ�ĐĂŶ�ďĞ�ĂƐƐŽĐŝĂƚĞĚ�ƚŽ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�
ǀĂƌŝĂďůĞ͗�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ͕�ǁŚŝĐŚ�ĐĂůĐƵůĂƚĞƐ�ƚŚĞ�ĂǀĞƌĂŐĞ�ǀĂůƵĞ�ƚŚĂƚ�Ă�ƌĂŶĚŽŵ�
ǀĂƌŝĂďůĞ�ǁŝůů�ƚĂŬĞ͕�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ͕�ǁŚŝĐŚ�ŵĞĂƐƵƌĞƐ�ŚŽǁ�
ŵƵĐŚ�ƚŚĞ�ƌĂŶĚŽŵ�ǀĂƌŝĂďůĞ�ƚǇƉŝĐĂůůǇ�ĚĞǀŝĂƚĞƐ�ĨƌŽŵ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ͘



EŽǁ�ǁĞΖůů�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�ĂĐƚƵĂů�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶƐ͘�>ĞƚΖƐ�ƐƚĂƌƚ�ǁŝƚŚ�ƚŚĞ�ĚŝƐĐƌĞƚĞ�
ǀĞƌƐŝŽŶ͘

�ĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ϯ͘�>Ğƚ�݂ ďĞ�Ă�ĚŝƐĐƌĞƚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ�ĚŝƐƚƌŝďƵƚŝŽŶ�ŽŶ�
ሼݔଵǡ ଶǡݔ ǥ ǡ ሽǤݔ

dŚĞ�ĞǆƉĞĐƚĞĚ�ǀĂůƵĞܧ�ሺܺሻ ŽĨ�͕ܺ�ĂůƐŽ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�ŵĞĂŶ� ĂŶĚ�ĚĞŶŽƚĞĚ�
ďǇ͕ߤ���ŝƐ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂ͘

ͻ

ሺܺሻܧ ൌ σ ݂ሺݔ

ୀଵ ሻݔ

dŚĂƚ�ŝƐ͕�ŝƚΖƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽǀĞƌ�ĞĂĐŚ�ĞǀĞŶƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉƌŽďĂďŝůŝƚǇ ƚŝŵĞƐ�ƚŚĞ�
ǀĂůƵĞ͘

dŚĞ�ǀĂƌŝĂŶĐĞ�ܸܽݎሺܺሻ ŽĨ�͕ܺ��ŝƐ�ĚĞĨŝŶĚ�ďǇ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵƵůĂͻ

ሺܺሻݎܸܽ ൌ σ ሺݔെߤሻ
ଶ݂ሺ

ୀଵ ሻݔ

Ͳ dŚĞ�ƐƚĂŶĚĂƌĚ�ĚĞǀŝĂƚŝŽŶ�ܵݒ݁ܦݐሺܺሻ͕�ĂůƐŽ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ͕ߪ��ŝƐ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ďǇ

ሺܺሻݒ݁ܦݐܵ ൌ ඥܸܽݎሺܺሻ

EĞǆƚ�ǁĞ�ĐĂŶ�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ�ǀĞƌƐŝŽŶ͘�/Ŷ�ƚŚŝƐ�ĐĂƐĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĂůƐŽ�
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