
dŽƉŝĐƐ͗��>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ�;ϭϮ͘ϳͿ͕�/ŵƉƌŽƉĞƌ�/ŶƚĞŐƌĂůƐ�;ϴ͘ϰͿ�ĂŶĚ�;ŝĨ�ƚŝŵĞͿ�
EĞǁƚŽŶΖƐ�ŵĞƚŚŽĚ�;ϭϮ͘ϲͿ͘�ϭ͘ϯϯϳϯሺͳ ൅ ଶሻ;ϭнǆΔϮͿݔ

�ŶŶŽƵŶĐĞŵĞŶƚƐ͗

zŽƵƚƵďĞ�ƉůĂǇůŝƐƚ�ǁŝƚŚ�ƌĞĐŽƌĚŝŶŐƐ�ŽĨ�ƐĞĐƚŝŽŶƐ͗�
DĂƚŚ�ϭϲ��^ƉϮϬ�^ĞĐƚŝŽŶƐ͘

DŝĚƚĞƌŵ�ŐƌĂĚŝŶŐ�ŝƐ�ĂůŵŽƐƚ�ĚŽŶĞ͊�dŚĞ�ƐƚƵĚĞŶƚƐ�ǁŚŽ�ĐŽŵĞ�ƚŽ�
ƐĞĐƚŝŽŶ��ƐĞĞŵ�ƚŽ�ŚĂǀĞ�ĚŽŶĞ�ƉƌĞƚƚǇ�ǁĞůů͕�ďƵƚ�/�ĚŽŶΖƚ�ǁĂŶƚ�ƚŽ�ƐƉĞĂŬ�
ƚŽ�ƐŽŽŶ͘

�

ϭϮ͘ϳ͗�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ͘ ^ĂǇ�ǇŽƵ�ǁĂŶƚ�ƚŽ�ĞǀĂůƵĂƚĞ�Ă�ůŝŵŝƚ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ

ሺכሻ ���
௫՜௔

݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ

�Ƶƚ�ƵŶĨŽƌƚƵŶĂƚĞůǇ͕�ƚŚĞ�ƚŽƉ�ĂŶĚ�ďŽƚƚŽŵ�ĂƌĞ�ŶŽƚ�ĚĞĨŝŶĞĚ�Ăƚ�ܽ͘�&Žƌ�ŝŶƐƚĂŶĐĞ͕�
ǇŽƵ�ĐŽƵůĚ�ďĞ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƐŝƚƵĂƚŝŽŶ͘

ሺͳሻ ݂ሺܽሻ ൌ Ͳ ݃ሺܽሻ ൌ Ͳ

^Ž͕�ƚŚĞ�ĨƌĂĐƚŝŽŶ�݂ሺܽሻȀ݃ሺܽሻ ŝƐ�ŶŽƚ�ǁĞůůͲĚĞĨŝŶĞĚ�ďĞĐĂƵƐĞ�ǇŽƵΖƌĞ�ĚŝǀŝĚŝŶŐ�ďǇ�
ǌĞƌŽ͊�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ƌƵůĞ�ƚĞůůƐ�ǇŽƵ�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ǇŽƵ�ĐĂŶ�ƚƌǇ�ŝŶ�ƚŚŝƐ�ƐŝƚƵĂƚŝŽŶ͘

>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ�;^ŝŵƉůĞ�sĞƌƐŝŽŶͿ͗�^ƵƉƉŽƐĞ�ƚŚĂƚ�݂ሺݔሻ ĂŶĚ� ݃ሺݔሻ ƐĂƚŝƐĨǇ�;ϭͿ͕�
ĂŶĚ�ĂůƐŽ�ƐƵƉƉŽƐĞ�ƚŚĂƚ� ݂ᇱሺܽሻ ĂŶĚ�݃Ԣሺܽሻ ĂƌĞ�ĨŝŶŝƚĞ�ĂŶĚ�ŶŽŶͲǌĞƌŽ͘�dŚĞŶ

���
݂ሺݔሻ

ൌ ���
݂Ԣሺݔሻ

ൌ
݂Ԣሺܽሻ

^ĞĐƚŝŽŶ�ϰͬϭϰ͗�
dƵĞƐĚĂǇ͕��Ɖƌŝů�ϭϰ͕�ϮϬϮϬ ϭϭ͗Ϭϭ��D



���
௫՜௔

݂ሺݔሻ

݃ሺݔሻ
ൌ ���

௫՜௔

݂Ԣሺݔሻ

݃Ԣሺݔሻ
ൌ

݂Ԣሺܽሻ

݃Ԣሺܽሻ

�ǆĂŵƉůĞ�ϭ͘ &ŝŶĚ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ůŝŵŝƚ�ƵƐŝŶŐ�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ͘

���
௫՜଴

݁௫ െ ͳ

ʹ

^ŽůƵƚŝŽŶ�ϭ͘�,ĞƌĞ�݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ െ ͳ ĂŶĚ�݃ሺݔሻ ൌ ݔʹ െ ʹ͘�dŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ĂƌĞ�
ŐŝǀĞŶ�ďǇ�݂Ԣሺݔሻ ൌ ݁௫ ĂŶĚ�݃Ԣሺݔሻ ൌ ʹ͘�dŚƵƐ�ďǇ�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ƌƵůĞ

���
௫՜଴

݁௫ െ ͳ

ݔʹ
ൌ ���

௫՜଴

݁௫

ʹ
ൌ

ͳ

ʹ

dŚĞƌĞ�ŝƐ�Ă�ŵŽƌĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ǀĞƌƐŝŽŶ�ŽĨ�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ƌƵůĞ�ƚŚĂƚ�ǇŽƵ�ƐŚŽƵůĚ�ĂůƐŽ�ŬŶŽǁ�
ŚŽǁ�ƚŽ�ƵƐĞ͘�,ĞƌĞ�ŝƐ�ŚŽǁ�ƚŚĂƚ�ŽŶĞ�ǁŽƌŬƐ͘

>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ZƵůĞ�;'ĞŶĞƌĂů�sĞƌƐŝŽŶͿ͗�^ƵƉƉŽƐĞ�ƚŚĂƚ�݂ሺݔሻ ĂŶĚ� ݃ሺݔሻ ƐĂƚŝƐĨǇ�ŽŶĞ�
ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ĐŽŶĚŝƚŝŽŶƐ͘

ሺͳሻ ���
௫՜௔

݂ሺݔሻ ൌ Ͳ ���
௫՜௔

݃ሺݔሻ ൌ Ͳ

ሺʹሻ ���
௫՜௔

݂ሺݔሻ ൌ േλ ���
௫՜௔

݃ሺݔሻ ൌ േλ

dŚĞŶ�ƚŚĞ�ůŝŵŝƚ�ŽĨ�;ΎͿ�ĐĂŶ�ďĞ�ĐĂůĐƵůĂƚĞĚ�ĂƐ�ĨŽůůŽǁƐ͘

/Ĩ����௫՜௔
௙ᇱሺ௫ሻ

௚ᇱሺ௫ሻ
сܥ� ĨŽƌ�ƐŽŵĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ͕ܥ��ƚŚĞŶ����௫՜௔

௙ሺ௫ሻ

௚ሺ௫ሻ
ൌ ܥ ĂůƐŽ͘ĂͿ

/Ĩ����௫՜௔
௙ᇱሺ௫ሻ

௚ᇱሺ௫ሻ
с�േλ ƚŚĞŶ����௫՜௔

௙ሺ௫ሻ

௚ሺ௫ሻ
ĂůƐŽ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ƚŽ��േλǤďͿ



�ǆĂŵƉůĞ�Ϯ͘ �ǀĂůƵĂƚĞ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ůŝŵŝƚƐ

���
௫՜ஶ

݁௫ െ ͳ

ݔʹ െ ʹ
���
௫՜ஶ

��ሺݔሻଶ

ݔ

^ŽůƵƚŝŽŶ�Ϯ͘�&Žƌ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ůŝŵŝƚ͕�ǁĞ�ƵƐĞ�>Ζ,ŽƉŝƚĂůΖƐ�ƌƵůĞ�ĂŶĚ�ŽďƐĞƌǀĞ�ƚŚĂƚ

���
௫՜ஶ

݁௫ െ ͳ

ݔʹ െ ʹ
ൌ ���

௫՜ஶ

݁௫

ʹ
ൌ λ

/Ŷ�ƉĂƌƚŝĐƵůĂƌ͕�ƚŚĞ�ůŝŵŝƚ�ĚŽĞƐŶΖƚ�ĞǆŝƐƚ�ĂŶĚ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ƚŽ�λǤ

���
୶՜ஶ

��ሺݔሻଶ

ݔ
ൌ ���

௫՜ஶ

ʹ ��ሺݔሻ Ȁݔ

ͳ
ൌ ���

௫՜ஶ

ʹ ��ሺݔሻ

ݔ

EŽǁ�ǁĞ�ŚĂǀĞ�ƚŽ�ĂƉƉůǇ�>Ζ,ŽƉŝƚĂů�ĨŽƌ�Ă�ƐĞĐŽŶĚ�ƚŝŵĞ͘

���
௫՜ஶ

ʹ ��ሺݔሻ

ݔ
ൌ ���

௫՜ஶ

ʹȀ�

ͳ
ൌ Ͳ

�ǆĞƌĐŝƐĞƐ�ϭ͗ �ǀĂůƵĂƚĞ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ůŝŵŝƚƐ͘

ሺ�ሻ ���
௫՜଴

௫ି݁ݔ

ʹ݁ି௫ െ ʹ
ሺܾሻ ���

௫՜଴

��ሺ݁௫ ൅ ͳሻ

ʹ݁ି௫ െ ʹ
ሺܿሻ ���

௫՜଴
ሺ
݁௫

ଶݔ
െ

ͳ

ଶݔ
െ

ͳ

ݔ
ሻ



ϴ͘ϰ͗�/ŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�/ŶƚĞŐƌĂůƐ͗ /ŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ�ĂƌĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ďŽƵŶĚƐ�
ŽĨ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ĂƌĞ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ͘�



ϴ͘ϰ͗�/ŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�/ŶƚĞŐƌĂůƐ͗ /ŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ�ĂƌĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ�ǁŚĞƌĞ�ƚŚĞ�ďŽƵŶĚƐ�
ŽĨ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ĂƌĞ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ͘�

/ŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�/ŶƚĞŐƌĂůƐ͗ ^ƵƉƉŽƐĞ�ƚŚĂƚ�݂ሺݔሻ ŝƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ǁŝƚŚ�ĂŶƚŝͲĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�
ሻ͘�dŚĞŶ�ǁĞ�ĚĞĨŝŶĞ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐݔሺܨ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

௔

ؔ ���
௕՜ஶ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

௔

ൌ ���
௕՜ஶ

ሺܾሻܨ െ ሺܽሻܨ

/Ĩ�ƚŚĞ�ůŝŵŝƚ�ŽŶ�ƚŚĞ�ůĞĨƚ�ĞǆŝƐƚƐ͕�ǁĞ�ƐĂǇ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘ KƚŚĞƌǁŝƐĞ͕�
ǁĞ�ƐĂǇ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘tĞ�ĚĞĨŝŶĞ�ƚŚĞ�ŝŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕

ିஶ

න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

ିஶ

ŝŶ�ƚŚĞ�ĂŶĂůŽŐŽƵƐ�ǁĂǇ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϯ͘�&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ŝŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘

න
ͳ

ଶݔ
ݔ݀

ஶ

ଶ

න ݁௫݀ݔ
଴

ିஶ

^ŽůƵƚŝŽŶ�ϯ͘�hƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŝŽŶ�ŽĨ�ŝŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ�ƚŚĂƚ

න
ͳ

ଶݔ
ݔ݀

ஶ

ଶ

ൌ ���
௕՜ஶ

න
ͳ

ଶݔ
ݔ݀

௕

ଶ

ൌ ���
௕՜ஶ

െͳ

ܾ
െ
െͳ

ʹ
ൌ
ͳ

ʹ

න ݁௫݀ݔ
଴

ିஶ

ൌ ���
௕՜ିஶ

න ݁௫݀ݔ
଴

௕

ൌ ���
௕՜ஶ

ͳ െ ݁௕ ൌ ͳ

�ǆĞƌĐŝƐĞ�Ϯ͘��ĞƚĞƌŵŝŶĞ�ŝĨ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ŝŶĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�



ĚŝǀĞƌŐĞ͘�/Ĩ�ŝƚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů͘

න
͵

ଷݔ
ݔ݀

ஶ

ଶ

න
ݔʹ

ͳ ൅ ଶݔ
ݔ݀

ஶ

ିஶ

EĞǁƚŽŶΖƐ�DĞƚŚŽĚ͗ ^ƵƉƉŽƐĞ�ǇŽƵ�ǁĂŶƚ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�Ă�ƐŽůƵƚŝŽŶ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ



݂ሺݔሻ ൌ Ͳ ĨŽƌ�ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ

�Ƶƚ�ŝƚΖƐ�ŚĂƌĚ�ƚŽ�ƐŽůǀĞ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ�ĞǆƉůŝĐŝƚůǇ͘�zŽƵ�ĐĂŶ�ĨŝŶĚ�ĂŶ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�
ƐŽůƵƚŝŽŶ�ƵƐŝŶŐ�EĞǁƚŽŶΖƐ�ŵĞƚŚŽĚ͘

EĞǁƚŽŶΖƐ�DĞƚŚŽĚ͘�>Ğƚ�݂ሺݔሻ ďĞ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ĂŶĚ�ƐƵƉƉŽƐĞ�ƚŚĂƚ��ܿ௡ ŝƐ�Ă�
ĐŽŶǀĞƌŐĞŶƚ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ƚŚĂƚ�ƐĂƚŝƐĨŝĞƐ

ܿ௡ ൌ ܿ௡ିଵ െ
௙ሺ௖೙ሻ

௙ᇱሺ௖೙షభሻ

,ĞƌĞ�ǁĞ�ĂƐƐƵŵĞ�ƚŚĂƚ��݂ᇱሺܿ௡ሻ ŝƐ�ŶŽŶͲǌĞƌŽ�ĨŽƌ�ĞĂĐŚ�݊ ĂŶĚ�ƚŚĂƚ�ܿ௡ ŚĂƐ�Ă�ůŝŵŝƚ͘
dŚĞŶ�ƚŚĞ�ůŝŵŝƚ�ܿ ൌ ���௡՜ஶ ܿ௡ ƐĂƚŝƐĨŝĞƐ�݂ሺܿሻ ൌ Ͳ͘�/Ŷ�ƉĂƌƚŝĐƵůĂƌ͕�ƚŚĞ�
ƐĞƋƵĞŶĐĞ��ܿ௡ ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞƐ�Ă�ǌĞƌŽ�ŽĨ�݂͘�����

^Ž�ƚŽ�ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�

�ǆĂŵƉůĞ�ϰ͘ �ƉƉƌŽǆŝŵĂƚĞ�Ă�ƐŽůƵƚŝŽŶ��ƚŽ�ƚŚĞ�ĞƋƵĂƚŝŽŶ

ଷݔ͵ െ ଶݔ ൅ ͷݔ െ ͳʹ ൌ Ͳ ĨŽƌ�ͳ ൑ ݔ ൑ ʹ

ǁŝƚŚ�ϰ�ƐƚĞƉƐ�ŽĨ�EĞǁƚŽŶΖƐ�ŵĞƚŚŽĚ͘

^ŽůƵƚŝŽŶ�ϰ͘ dŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

݂ᇱሺݔሻ ൌ ͻݔଶ െ ݔʹ ൅ ͷ

^ƚĂƌƚ�ďǇ�ƉŝĐŬŝŶŐ�ܿଵ ൌ ͳǤ dŚĞŶ�ĐĂůĐƵůĂƚĞ�ϰ�ŵŽƌĞ�ĞůĞŵĞŶƚƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ܿ௡Ǥ

ܿଶ ൌ ܿଵ െ
௙ሺ௖భሻ

௙ᇲሺ௖భሻ
ൌ ͳ െ ቀെ

ହ

ଵଶ
ቁൌ ͳǤͶͳ͸͹ ;ͲϱͬϭϮͿ�с�ͲϬ͘ϰϭϲϳ��



ܿଷ ൌ ܿଶ െ
௙ሺ௖మሻ

௙ᇲሺ௖మሻ
ൌ ϭ͘ϯϯϳϯ

ܿସ ൌ ܿଷ െ
௙ሺ௖యሻ

௙ᇱሺ௖యሻ
с��ϭ͘ϯϯϯϯϯ


